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INTRODUCTION
T h e  s u b j e c t  o f  t h i s  t h e s i s  i s  t h e  s t u d y  a n d  n u m e r i c a l  a p p l i c a t i o n  o f  t h e
R o y  e q u a c i o n s  f o r  e l a s t i c  p i o n - p i o n  s c a t t e r i n g .  T h e s e  e q u a t i o n s  w e r e  i n t r o -
duced by  S. !1 .  Roy  in  l97 l  (Ro7 l )  and express  the  min ima l  requ i rements  any  ?r r
p a r t i a l  w a v e  a m p l i t u d e  s h o u l d  s a t i s f y ,  s u c h  a s  a n a l y t i c i t y  a n d  c r o s s i n g
s) 'mnet ry .  When combined w i th  the  un i ta r i t y  re la t ions  fo r  the  par t ia l  $ /aves  a
c o m p l e t e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( t h e  R o y  s y s t e m )  r e s u l t s  v a l i d  i n  t h e  l o w - e n e r g y
r e g i o n .  W e  h a v e  c a r e f u l l y  s t u d i e d  t h e  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  q u e s t i o n  f o r
t h e  R o y  s y s t e m a n d  d e v e l o p e d  s u c c e s s f u l l  s t r a t e g i e s  t o  s o l v e  t h e  s y s t e r n  b y
m e a n s  o f  i t e r a t i o n .  S e v e r a l  s o l u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  a n d  d i s c u s s e d .
T h e  m a i n  i n g r e d i e n t s  i n  o u r  a p p r o a c h  a r e  a )  t h e  u s e  o f  t h e  N / D - m e t h o d
t o  r e g u l a r i z e  t h e  s i n g u l a r  R o y  e q u a t i o n s  a n d  i m p l e m e n t  u n i t a r i t y  a n d  b )  t h e
i n t r o d u c t i o n  o f  v a r i o u s  i t e r a t i o n  m e t h o d s  w h i c h  d o  n o t  n e e d  a n y  d e r i v a t i v e s
t o  s o l v e  t h e  r e s u l t i n g  n o n l i n e a r  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  n u m e r i c a l l y ,  W e  w i l l
n o w  d i s c u s s  o u r  a p p r o a c h  b r i e f l y .
L e t  f  d e n o t e  a  p a r t i a l  w a v e  a m p l i t u d e ,  i n  a  c o n v e n i e n t  n o r m a l i z a t i o n ,
f o r  f i x e d  a n g u l a r  m o m e n t u m  a n d  i s o s p i n .  T h i s  i s  a  r e a l  a n a l y t i c  f u n c t i o n  o f
t h e  e n e r g y  v a r i a b l e ,  s .  T h e  R o y  e q u a t i o n s  c a n  b e  w r i t t e n  a s
R e  f ( s )  =  R {  I m  f ;  s l ,  ( l )
? ?
v a l j d  f o r  s  €  |  4 m " ,  S ^  (  3 6  m l l ,  w h e n  t h e  } l a n d e l s t a m  a n a l y t i c i t y  h y p o t h e s i s'  
T '  ( l  -  1 1
i s  u s e d .  H e r e  R  i s  a  s u m  o f  i n t e g r a l s  a n d  s o m e  l i n e a r  t e r m s  i n  s  w h i c h
d e p e n d  o n  t h e  s c a t t e r i n g  l e n g t h s ,  r 0  a n d  ^ 2  f o t  i s o s p i n  z e r o  a n d  t w o ,  r e s -
p e c t i v e l y .  E a r l i e r  w o r k  o n  t h e  R o y  s y s t e m  ( P o 7 7  a n d  B F P 7 4 )  h a s  r e v e a l e d  t h a t
t h e  r e a l  p r o b l e m  i n  a p p l i c a t i o n s  I i e s  i n  t h e  u s e  o f  t h e  u n i t a r i t y  c o n d i t i o n
I m  f ( s ;  =  ( I m  f ( s ) ) 2  +  ( R e  f ( s ) ) 2 ( 2 )
f  f o r  e v a m n l c  t n  a  K -
P o o l  h a s  u s e d  ( 2 )
t h e  R o y  e q u a t i o n  ( l )
O n p  n o s s i h i l i t v  i s  t o  u s e  c e r r a i n
m a t r i x  f o r m a l i s m ,  w h i c h  a v o i d  t h e
a s  t h e  b a s i c  e q u a t i o n  w i t h  R e  f ( s )
p a r a m e t r i z a t i o n s  o f
u s e  o f  ( 2 )  d i r e c t l y .
i  -  1 l ' \  r o n l  e n o r l  h r ,
.nd  t r ied  to  so lve  the  resu l t ing  non l inear  equat ion  by  means o f  d i rec t  i te -
a c i o n  o n  s o m e  g r i d  f o r  s  ( P o 7 7 ) .  T h i s  a p p r o a c h  w a s  s u c c e s s f u l  f o r  s m a l l
o l u t i o n s ,  i . e .  i n  t h e  v e r y  l o w  e n e r g y  r e g i o n .  S e v e r a l  d i f f i c u l t i e s  e n c o u n t e -
'ed  are  avo ided when the  f in i te  in te rva l  N /D-method is  in t roduced (AW77) .
l h i s  m e c h o d  i s  u s e d  b y  u s  a n d  i s  d i s c u s s e d  i n  c h a p t e r  2  o f  t h i s  t h e s i s .  T h e
: e s u l t i n g  i n c e g r a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  N  f u n c t i o n  i s  m a r g i n a l l y  s i n g u l a r ,  b u t
re  show how i t  can  be  reduced to  Fredho lm fo rm by  means o f  the  Meh ler  t rans-
- o r m  ( c h a p t e r  2 ) .  I n  s e c t i o n  2 . 4  w e  p r o v e  t h e  e x i s t e n c e  a r : d  u n i q u e n e s s  o f
r  f i xed  po in t  o f  our  Roy sys tem whenever  the  dr iv ing  te rms (sca t te r ing
l e n g t h s  e t c . )  a r e  c h o s e n  c o n v e n i e n t l y .  W e  a l s o  s t u d y  t h e  e x i s t e n c e  o f  m u l t i p l e
;o lu t ions  wh ich  are  shovrn  to  depend on  the  magn i tude o f  f (sn) .  In  p rac t ice
1 "
; ^  <  3 0  m ' ,  a n d  s u c h  m u l t i p l e  s o l u t i o n s  d o  n o t  o c c u r ,  b u t  t h e y  w i l l  c e r t a i n -
U  -  T '
l y  be  i rnpor tan t  when Lhe sys tem is  ex tended to  la rger  va lues  o f  sO (  ghapter
5) .  In  chapter  3  we incroduce i te ra t ion  methods  su i tab le  fo r  our  la rge  non-
l i n e a r  c o u p l e d  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s .  O n e  o f  t h e s e  m e t h o d s ,  w h i c h  w e  c a l l  t h e
m o d i f i e d  S t e f f e n s e n ' s  r n e t h o d ,  s e e m s  t o  b e  a  n e w  a n d  f a s t  i t e r a t i o n  m e r h o d
u s e f u l  t o  l a r g e  s y s t e m s  s u c h  a s  o u r s .  I n  o u r  a p p l i c a t i o n  i t  h a s  p r o v e d  t o  b e
s u p e r i o r  t o  d i r e c t  i t e r a t i o n .
T o  u s e  t h e  R o y  e q u a t i o n ,  ( l ) ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s p e c i f y  f ( s )  o n
I  s O ,  - )  a n d  t h e  s c a E E e r i n g  l e n g t h s  w h i c h  o c c u r  a s  f r e e  p a r a m e t e r s .  I n  o u r
a p p l i c a t i o n s  w e  h a v e  u s e d  e x p e r i m e n t a l  p h a s e - s h i f t s  i n  t h e  m e d i u m - e n e r g y
reg ion  and a  Regge-mode1 fo r  f (s )  in  the  h igh-energy  reg ion .  We then
l o o k e d  f o r  v a r i o u s  s o l u t i o n s  f o r  f ( s )  w h e n  t h e  s c a t t e r i n g  l e n g t h s  a r e
v a r i e d .  J n  t h i s  w a y  w e  a r r i v e  a t  p r e d i c t i o n s  f o r  f ( s )  i n  t h e  1 o w - e n e r g y  r e -
. i ^ .  T h j .  r . o i ^ -  j s  h a r d l y  a c c e s s i b l e  e x p e r i m e n t a l l y .  W e  u s e d  t h e  f e w  k n o v m
')
r ' + ^  ^ ^ i - r ^  j - ' L ^  r e g i o n  b e l o w  s ^  =  3 0  m -  t o  m a k e  a  s e l e c t i o n  o f  o u r  s o l u t i o n s .u d L d  P U j r L L S  r r l  L l r s  _  [ )  |
T h e s e  p h y s i c a l  s o l u t i o n s  a 1 l  a p p e a r  t o  l i e  o n  a  c u r v e  i n  t h e  s c a t r e r i n g
n ?
l e n g t h  ( a " ,  a ' ) - p l a n e  ( s e e  c h a p t e r  4 ) .  A n o c h e r  p o s s i b i l i t y  w o u l d  b e  f o  a s s u m e
v a l u e s  f o r  E h e  s c a t t e r i n g  L e n g r h s  a n d  v a r y  r h e  r e m a i n i n g  i n p u c  d a t a .  T n
! L : ^  " ^ "  ^ - ^  ^ ^  1 J  f n r  e x : m n l p -  d i s c r i m i n a t e  b e t w e e n  d i f f e r e n t  s o l u t i o n s  i nL l r r D  w d y  u r r s  L U u r u ,  ! u r  L ^ o r I P r L
a  p h a s e - s h i f r  a n a l y s i s .  S i n c e  w e  f i n d  t h a t  t h e  R o y  s y s t e m  i s  n o t  v e r y  r e s t r i c t i v e  t h i s
a p p r o a c h  m a y  b e  o f  l i t t l e  v a l u e .  N e v e r t h e l e s s ,
t h e  g e n e r a l  p r i n c i p l e s  ( a n a l y t i c i t y ,  c r o s s i n g ,
a m p l i t u d e  s h o u l d  s a t i s f y .
i t  o f f e r s  a  t e s t  b a s e d  o n
u n i t a r i c y )  a n y  a c c e p t a b l e
